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I. INTRODUCCION: LA DECISION
Y LAS MATEMATICAS

El dia 2 de julio de 2018 recibi la llamada del sefior secretario

general de la Universidad de Malaga, informandome de que

me habia correspondido el honor de impartir la lecciéon inau-
gural en la solemne Sesién de Apertura del curso académico

2018-2019. A partir de ese momento, debo tomar una serie de

decisiones relativas al contenido y estructura de la leccion:

+ 2Qué modelo de leccién elijo? ;Una mas tedrica, con una car-
ga cientifica importante? yUna mas divulgativa, con menos
carga tebrica pero més adecuada para oyentes con distinta
formacion?

+ Siendo el tiempo de exposicion limitado, ;como distribuyo
este tiempo entre los distintos apartados de la leccion?

Aun siendo, como todas, subjetivas, nada impide sin embargo
que reciba alguna ayuda para tomar mis decisiones, en el buen
entendido de que dicha ayuda no diluye en forma alguna mi
responsabilidad sobre las mismas. Si atendemos a las modas
modernas, podria contratar a un coach que, tras un adecuado
proceso de mentoring, me ayudase a construir una leccion adap-
tada al gusto de los nuevos influencers universitarios. O mejor
atn! Siguiendo las nuevas tendencias politicas, podria hacer una
consulta popular, para que la gente vote el modelo de leccion
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inaugural que prefiere. Me encuentro sin embargo con un pro-
blema para esto, y es que, a primeros de julio, no sé quiénes
van a asistir a la leccion inaugural a finales de septiembre, y a
nadie con dos dedos de frente se le ocurriria, digo yo, hacer una
consulta popular sin conocer el censo.

Pero, como dije anteriormente, no quiero eludir mi res-
ponsabilidad en la decision, de forma que decido utilizar mé-
todos mas clasicos. Recurro por tanto a los libros, al consejo de
algunos compafieros y, por supuesto a las Matematicas, cuyo
apoyo me propongo demostrar en esta leccién que puede ser
muy til en determinados problemas de decision.

Los matematicos tenemos muchas manias, no todas ma-
las. Una que creo que no lo es, consiste en, antes de empezar
a enredar con un determinado concepto, definirlo. Eso ahorra
muchos malos entendidos y més de una interpretacién interesa-
da. Definamos, por tanto, decidir. Segtin el diccionario de la Real
Academia Espanola, decision es: «determinacion, resolucion
que se toma o se da en una cosa dudosa». Por su parte, decidir
es: «hacer una eleccion tras reflexionar sobre ella». Parece ser
que no hay leccién inaugural que se precie que no tenga un
significativo contenido de citas de personajes ilustres. No iba
yo a ser menos, asi que me fui a internet a buscar citas sobre
decision. Debo admitir, no sin cierto rubor, que no conocia a
la mayoria de los «personajes célebres» de las citas, pero, aun
asi, me quedé con dos que me parecieron adecuadas para esta
leccion:

+ El escritor britanico-canadiense Malcolm Gladwell dice que
«la toma de decisiones realmente exitosa reside en un equi-
librio entre pensamiento deliberado e intuitivo».

+ Simon Sinek, escritor y motivador inglés (esto de «motivador»
no sé muy bien lo que es, pero supuse que me iba a transmitir
entusiasmo) dice que «no hay decision que podamos tomar
que no venga con algin tipo de equilibrio o sacrificio».
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De estas definiciones, extraemos los siguientes elementos que, a
mi juicio, configuran las caracteristicas basicas de toda decision
en el contexto cientifico que nos ocupa:

Duda. Cualquier decision se toma en un entorno de duda, y no
existe la mejor decision admitida por todos. Personas distintas
toman, legitimamente, decisiones distintas para un mismo pro-
blema, y una misma persona toma decisiones distintas cuando
las circunstancias cambian.

Reflexion. Una decision debe ser el resultado de una reflexion
sobre sus distintas vertientes. Por ejemplo, construir un aero-
puerto (con dinero de los demés, por supuesto), sin haberse
cerciorado antes de que iba a haber aviones que lo usasen, no
se puede catalogar en ninglin caso como una decision cientifica.

Intuicion. El papel del decisor experto es vital en un proceso
cientifico de toma de decisiones. Se trata de proporcionarle téc-
nicas que le ayuden a encontrar la solucién que mas se ajusta a
sus preferencias. Aunque también es cierto que, como mencio-
nan Wierzbicki et al. (2000), cuanto mayor son el nivel y la ex-
periencia del decisor, menos inclinado se muestra éste a confiar
en las herramientas de analisis de decision. Es importante, por
lo tanto, que el decisor sienta en todo momento que esta a los
mandos del proceso de decisiéon (Korhonen y Wallenuis, 1996).

Sacrificio. En toda decision hay que tener en cuenta més de un
criterio, que son conflictivos entre si, es decir, lo que es muy
bueno para uno es probablemente muy malo para algtn otro.
En la mayor parte de los casos, una mejora en un criterio s6lo
se podré producir a costa de un empeoramiento (sacrificio) en
otro. Esta idea de tasa de intercambio (tradeoff, en inglés) entre
criterios ser de vital importancia en el desarrollo de métodos
matematicos de apoyo a la toma de decisiones.
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La Toma de Decisiones Multicriterio (Multiple Criteria
Decision Making, MCDM, en inglés) es la rama de la Investigacién
Operativa que se dedica a los problemas de decision con varios
criterios. Es una disciplina bastante joven, que celebré6 en 1972,
en la Universidad de Columbia, su primera conferencia interna-
cional. Se trata, por lo tanto, de proporcionar técnicas matema-
ticas de apoyo a la toma de decisiones, para ayudar al decisor a
elegir entre varias alternativas, atendiendo a diversos criterios,
conflictivos entre si. Es decir, como en general no existe una
solucion factible que sea a la vez la mejor para todos los criterios,
estas técnicas ayudan al decisor a incorporar sus preferencias
al modelo, para encontrar la solucién que maés se ajusta a ellas.

La Investigacion Operativa no es tan joven, aunque tam-
poco hay que remontarse muy atras en el tiempo para ver su
nacimiento. Hay un acuerdo unanime en que la Investigacion
Operativa nacié como tal durante la Segunda Guerra Mundial.
Tal y como detallan Newman (1968) y Churchman et al. (1971),
a poco de iniciarse el conflicto, la Alemania nazi controlaba la
mayor parte de Europa continental. Las operaciones militares
de los aliados tenfan una enorme dificultad logistica. Se trataba
de colocar una gran cantidad de tropas, atendiendo a criterios
militares (ocupar los mejores lugares en términos estratégicos),
pero también a criterios logisticos (estar lo més cerca posible
de los recursos como el agua, el alimento, el combustible, etc.).
En este contexto, los aliados (primero el Reino Unido y, més
tarde, los Estados Unidos) buscan ayuda cientifica y crean gru-
pos interdisciplinares formados por bi6logos, quimicos, fisi-
cos, socidlogos, psicdlogos y matematicos para hacer, como
la llamaron, Investigacion de Operaciones Militares (Military
Operations Research), lo que dio més tarde origen al término
Investigacion Operativa (Operations Research) usado hoy dia.

Fueron varios los éxitos conseguidos por estos grupos
durante la guerra. Pacheco (2015) sehala los siguientes como
los mas trascendentes:
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+ Un pequeho grupo de investigadores militares, la Bawdsey
Research Station, encabezados por A.P. Rowe, estudian el
uso militar de un, por entonces, nuevo sistema de deteccion
denominado radar (RAdio Detection And Ranging).

+ El grupo ASWORG (Anti-Submarine Warfare Operations Re-
search Group) realiz6 representaciones matematicas sobre
los temibles submarinos alemanes U-Boot, consiguiendo que
se incrementara espectacularmente su localizacién y hundi-
miento.

+ En 19,5, G.J. Stigler planted el problema de la dieta, ante la
preocupacion del ejército americano por asegurar los requi-
sitos nutricionales basicos de la tropa al menor coste.

Algunos de estos grupos prosiguieron con sus investigaciones
una vez finalizada la guerra. Es el caso de George B. Dantzig,
quien, como indica Gass (1985), organizo un grupo de investi-
gacion denominado proyecto SCOOP (Scientific Computation Of
Optimum Programs), lo que dio lugar al desarrollo del archico-
nocido método del simplex para optimizar problemas lineales.
Tradicionalmente, la Investigacion Operativa se ha encar-
gado de encontrar la decisién (o solucién) 6ptima para un pro-
blema. )Qué es la decision 6ptima? Pues bien, desde un punto de
vista matematico, optimizar es encontrar, de entre un conjunto
de soluciones posibles (factibles), la que es mejor para un deter-
minado criterio. Ello implica maximizar o minimizar un Gnico
objetivo. Asi, para un inversor, la inversion 6ptima puede ser la
que maximiza su rentabilidad; para un empresario, la decision
Optima puede ser la que minimiza sus costes; para un consu-
midor, lo 6ptimo es maximizar su utilidad; para un viajante de
comercio, la ruta 6ptima puede ser la que supone una menor
distancia total recorrida, etc. Es obvio que la optimizacion tradi-
cional funciona con éxito en multitud de aplicaciones reales, por
lo que no es mi intencién minusvalorarla en ningtn caso. Por
ejemplo, tras sesudas deliberaciones (que han costado multitud
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de ahos y no menos desencuentros politicos) sobre la manera de
mejorar la calidad de nuestro sistema educativo, recientemente
hemos conocido que se trataba de un problema de un tnico cri-
terio: bastaba con hacer no evaluable la asignatura de religion. Si
un problema se puede resolver con éxito optimizando un tnico
objetivo, para qué darle mas vueltas. Pero bromas (o menos bro-
mas) aparte, la Investigacion Operativa cosecha un larguisimo
catélogo de aplicaciones exitosas que han permitido disehar o
mejorar procesos a través de la optimizacién tradicional. Pero
esto no es dbice para poder afirmar que, en determinadas si-
tuaciones, lo 6ptimo no es, necesariamente, lo mejor. Tenemos
dos ejemplos de ello, también en el &mbito educativo. Hace unos
afios, tras constatar que las universidades espafolas quedaban
mal posicionadas en los rankings internacionales, nos lanza-
mos a una carrera hacia la excelencia que ha resultado en que
practicamente todas las universidades espafolas (hay algunas
que no, para disgusto de sus correspondientes rectores) tienen
algin tipo de mencion, campus, estudios, etc. de excelencia. No
es una buena decisidén, entre otras cosas porque, recurriendo
de nuevo a la bendita RAE, el vocablo excelente significa «que
sobresale por sus 6ptimas cualidades», por lo que es imposible
que todos seamos excelentes, ya que todos no podemos sobre-
salir, a no ser que demos saltos alternativamente (ya sé que un
presidente del gobierno espahol nos hizo pensar que cosas asi
eran posibles, anunciando que, tras aplicar un nuevo modelo
de financiacion autonémica, todas las comunidades auténomas
iban a quedar por encima de la media estatal en recursos por
habitante, pero no se deberia hacer mucho caso a ese tipo de
anuncios en un entorno académico como el nuestro). Quizas
sea mas coherente perseguir una mejora en todas las universi-
dades, y la excelencia s6lo en algunas (muy pocas). Otro curioso
fenémeno optimizador es el bilingiiismo. En cierto momento,
nos hacemos conscientes de que nuestros jovenes no aprenden
inglés adecuadamente, y decidimos, de la noche a la mahana,
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hacerlos a todos bilingiies. Con ser el bilingiiismo, desde luego,
el aprendizaje 6ptimo de los idiomas, no parece que sea lo mas

facil de llevar a cabo, ni siquiera que realmente necesitemos que

todos los jovenes sean bilinglies. Basta con que aprendan mejor
inglés. Eso si, a entusiasmo no nos gana nadie, y en poco tiempo

llenamos los centros educativos de carteles que proclaman su

bilingiiismo, aunque ni siquiera el cartel lo sea. Yo mismo podia

haber tomado mi decisién acerca del contenido y estructura

de esta leccion atendiendo al consejo del gran compositor ale-
man Ludwig van Beethoven: «nunca rompas el silencio, si no

es para mejorarlo». La optimizacién de este Gnico criterio me

hubiese llevado irremediablemente a no decir absolutamente

nada, lo cual no parece tampoco que hubiese sido la decision

mas adecuada. Por estos motivos, entre otros, la propia Socie-
dad Internacional de Investigacién Operativa (The Institute for
Operations Research and the Management Sciences, INFORMS)

lanzb en 2002 un nuevo lema para definirla: The Science of Better,
es decir, la ciencia de mejorar, en contraposicién a la optimi-
zacion tradicional.

A poco que nos fijemos, descubrimos que en la mayor
parte de las decisiones que se toman habitualmente se tienen en
cuenta mas de un criterio. Asi, un inversor busca maximizar su
rentabilidad y minimizar su riesgo; un tratamiento de radiote-
rapia persigue maximizar la irradiacion sobre las células cance-
rigenas, y minimizarla sobre los tejidos sanos circundantes; un
estudio de sostenibilidad implica la consideracion simultanea
de criterios econémicos, sociales y medioambientales; para
elaborar un ranking de universidades hay que considerar crite-
rios docentes e investigadores, etc. El profesor Carlos Romero,
a mi juicio el principal investigador espahol en el tema que nos
ocupa, llama a este tipo de problemas en los que hay criterios
multiples problema econéomico (Romero, 1993), siguiendo la
denominacion de Friedman (1990). En efecto, la economia ha
tenido un protagonismo fundamental en el desarrollo de esta
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disciplina. En contraposicién, a los problemas de optimizacion
tradicional en los que la decision se establece en funcion de
un Gnico criterio los denomina problemas tecnolégicos, ya que
son problemas de bisqueda y comparacion, y todo el mundo
esta de acuerdo en cudl es la solucién 6ptima, si la tecnologia
disponible nos permite encontrarla.

Obviamente, la toma de decisiones es tan antigua como
el propio ser humano, por lo que es tarea imposible establecer
su origen. Sin embargo, se puede bucear en la literatura escrita
para encontrar los primeros intentos de formalizar métodos
de toma de decisiones. Greco et al. (2016) establecen dos ante-
cedentes como, quizés, las primeras metodologias publicadas
sobre como tomar decisiones:

+ San Ignacio de Loyola (1,91-1556) dejo escrito en sus Ejerci-
cios Espirituales, seglin se menciona en Fortemps y Slowinski
(2002), un método consistente en considerar las ventajas de
aceptar la propuesta y luego las desventajas. De la misma for-
ma, considerar las ventajas y las desventajas de no aceptarla.
Alavista de estas consideraciones, ver hacia donde se inclina
la raz6én para tomar la decision.

* Benjamin Franklin (1706-1790) describi6 en una carta a su
amigo Joseph Prestley (MacCrimmon, 1973) un método com-
pleto para tomar una decisién. Consiste en dividir una hoja
de papel en dos columnas, colocando en una las ventajas y
en otra los inconvenientes de la alternativa. Posteriormente,
se tachan elementos (o grupos de elementos) que tengan la
misma importancia. Se decide finalmente la columna que
queda cuando la otra se ha tachado por completo.

Mas alla de estos métodos pioneros, la Toma de Decisiones
Multicriterio ha desarrollado una serie de técnicas matematicas
de apoyo a la toma de decisiones. En el siguiente capitulo se
comentan sus lineas bésicas.
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II. 2COMO RESOLVER? TECNICAS
DE DECISION MULTICRITERIO

Antes de comenzar, conviene hacer alguna consideracion sobre
los procesos cientificos de toma de decisiones. Budnick et al. (1988)
organizan el proceso completo de toma de decisiones basada en
la investigacién operativa en ocho pasos, subdivididos a la vez
en tres etapas. La siguiente enumeracion es una transcripcion
literal de la descripcion citada:

+ Etapa de premodelizacion. Consta de dos pasos:

I.

Percepcion de una necesidad. Percepcion, por parte del
decisor, de que se necesita llevar a cabo alguna accion, o
de que alguna accidén tiene que realizarse mejor.
Formulacion del problema. Traslacién de la necesidad
percibida a un establecimiento especifico de dicha ne-
cesidad, y de los criterios mediante los que se juzgara la
solucién del problema.

+ Etapa de modelizacién. Consta de cuatro pasos:

3.

Construccion del modelo. Construccion de una repre-
sentaciéon matematica del problema.

Recogida de datos. Recoleccion de los elementos especifi-
cos del modelo, que caracterizan las condiciones actuales
del problema.

Resolucion del modelo. Manipulacién matemética de
los datos de entrada para producir unos resultados.
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6. Validacion y sensibilidad. Testeo de los resultados del mo-
delo para garantizar su validez, y determinar las implica-
ciones de posibles errores al estimar los datos de entrada.

+ Etapa de implementacion. Consta de dos pasos:

7. Interpretacion de los resultados. Volver a examinar cui-
dadosamente los criterios del problema a la luz de los
resultados del modelo.

8. Implementacion y control. Analisis de los cambios tec-
nolégicos y de comportamiento requeridos, en el corto
y en el largo plazo.

En la mayoria de los problemas reales de decision, el proceso

no termina al culminar el octavo paso, sino que la primera

resolucidén suele conducir a una reconsideracion de todos los

elementos (decisionales, técnicos, del modelo, etc.) para ajus-
tarlos mejor al problema que se desea resolver. Y no sélo me

refiero al perfeccionamiento del modelo matematico por parte

del analista, sino también (en ocasiones) a la reconsideracién

por parte del decisor de sus propias preferencias y de sus crite-
rios. Y es que la toma de decisiones multicriterio tiene lugar en

un entorno permanente de aprendizaje, por parte de todos los

agentes implicados en el proceso. En este sentido, quisiera citar
una frase de mi companero el profesor Enrique Navarro, de

la Facultad de Turismo de la uma, cuando, la primera vez que

trabajamos juntos, al estar modelizando su problema, nos dijo:

«nos estais haciendo pensar en cosas en las que no habiamos

pensado nunca». Es la sintesis perfecta de como el tratamien-
to matematico de los problemas propicia (y practicamente lo

impone) el aprendizaje.

Volvamos pues a mis decisiones sobre la estructura y con-
tenido de esta leccién inaugural. La primera va a consistir en
elegir un modelo base de leccidn, de entre las siguientes cinco
alternativas que, tras un estudio de las distintas posibilidades,
he seleccionado como las posibles decisiones:
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+ A;: Modelo formal y teérico. Al fin y al cabo, se trata de mate-
maticas, y mis companeros esperan de mi un riguroso tratado
plagado de formulas, definiciones y teoremas. Esta alternativa
irfa en la linea del consejo de mis admirados Les Luthiers: «si
no puedes convencerles, conftindeles».

« A,: Modelo divulgativo. Por el contrario, esté la opcion de una
leccion divulgativa, al alcance del gran ptblico, no necesaria-
mente versado en matematicas, que convenza de la utilidad
de la Toma de Decisiones Multicriterio a cualquier potencial
usuario.

« A;: Modelo basado en competencias. Dado que ésta es la
primera leccion del curso, podemos seguir la metodologia
empleada en todas las demas, y hacer una exposicién profun-
damente bolofiesa basada en competencias. Vamos, lo ideal
para ensehar a aprender.

+ A,: Modelo politicamente comprometido. Ya que estamos
en una Universidad y el fomento del espiritu critico es una
de nuestras principales misiones, voy a volcar en la charla
algunas de mis ideas politicas y de mis opiniones sobre los
asuntos de la actualidad que nos preocupan.

+ As: Modelo mixto. Finalmente, me planteo un modelo hibrido,
que contenga algo de los cuatro modelos previamente definidos.
Es una tarea complicada, pero puede dar buenos resultados...

Para tomar esta decisién, he decidido tener en cuenta los cinco
criterios siguientes (el nimero de alternativas y de criterios no
tiene, obviamente, por qué coincidir; es casualidad):

+ C;: Contenido cientifico. Obviamente, una leccién inaugural
debe contener una buena dosis de material cientifico, puesto
suficientemente al dia, que informe de las lineas y logros de
investigacion modernos en el ambito que nos ocupa.

* C,: Amenidad. No se trata de dormir a la audiencia. Es im-
portante que la leccion sea amena.
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* C,: Probabilidad de boicot democratico. Este criterio merece
una explicacion. Sila leccion contiene elementos politicos, y
éstos no gustan en determinados &mbitos, corremos el riesgo
de que un grupo de personas, tremendamente demdcratas,
entren en el salén de actos el dia de la inauguraciéon y me
impidan hablar, al tiempo que me tachan de fascista. Este fe-
némeno se esta dando con demasiada frecuencia en las aulas
universitarias espafolas, por lo que es mejor minimizar este
riesgo.

+ C,: Tiempo de preparacion. Me han avisado a principios de
julio, por lo que debo preparar esta leccion durante el verano,
y aspiro a tener algunas vacaciones, que parezca que soy fun-
cionario. De forma que quiero minimizar también el tiempo
de preparacion de la leccidon.

+ Cj: Contenido social. Finalmente, también me interesa que la
leccién contenga elementos de interés social, no propiamente
cientificos, porque, al fin y al cabo, la Toma de Decisiones es
parte fundamental de todo sistema social.

Este es lo que llamamos un problema discreto, ya que tiene un
namero finito de alternativas. Una vez establecidos las alter-
nativas y los criterios de mi decision, la fase siguiente consiste
en llevar a cabo la evaluacion de cada una de las alternativas
para cada uno de los criterios. Esta evaluacién se recoge en la
llamada matriz de evaluacion, que se puede ver en la FIGURA 1.
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Criterios

Contenido Amenidad  Prob.boicot ~ Tiempode Contenido

Cientifico democritico  preparacién  social
Minutos  Escala 1-10  Porcentaje Horas Minutos
maximo  maximo minimo minimo maximo
Formal
y tedrica 25 2 10% 80 2
§ Divulgativa 10 9 20% 90 15
‘B | Basada en
<
g competencias 5 30% 130 5
Q
4 | Politicamente
< comprometida 5 0% 60 20
Modelo mixto 15 7 30% 100 10

FIGURA 1. Matriz de evaluacién del problema. Elaboracion propia.

Debajo de cada criterio figura la escala en la que esta medido
asi como su sentido optimizador, es decir, si se quiere maxi-
mizar o minimizar. Asi, decido medir el contenido cientifico
de las lecciones en minutos, para lo cual he estimado que una
leccién formal y tedrica contiene 25 minutos de contenido
cientifico, una divulgativa 10 minutos, y asi sucesivamente. La
amenidad se ha medido en una escala del 1 al 10, de forma que
cuanta mas puntuacién tenga una alternativa, mas amena es.
Es importante observar que esta escala ya contiene elementos
subjetivos. En efecto, no hay casi nada inocente en la matriz de
evaluacion, por lo que hay que poner especial cuidado en que
responda verdaderamente a las opiniones del decisor. De la
misma forma, la probabilidad de boicot democratico se mide
en porcentaje, el tiempo previsto de preparaciéon se mide en
horas y el contenido social se mide en minutos, de la misma
forma que el cientifico. Como puede observarse, hay alternati-
vas, como la formal y teérica y la politicamente comprometida,
con valores muy extremos (ambas tienen los mejores valores
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posibles para dos criterios y los peores para otros dos), y otras
con valores mas intermedios. Es interesante en este punto
comentar que en muchos métodos es necesario que el decisor
mida la utilidad que le reporta cada criterio, lo cual no es ne-
cesariamente su valor, ni siquiera una funcién lineal de dicho
valor. Para entender este punto, veamos un ejemplo. Suponga-
mos que estoy midiendo la utilidad de publicar un ntmero de
articulos en revistas indexadas en el JCR, de cara a la obtencion
de mi proximo sexenio de investigacién. Supongamos que en
mi campo de investigacion se exigen cinco articulos JCR para
la concesion del sexenio. Si esto es asi, mi utilidad al publicar
articulos iré creciendo hasta el quinto, pero crecera mucho
menos (o incluso permanecera constante) a partir del sexto,
ya que no me produce utilidad adicional alguna de cara a la
obtencion del sexenio. Es mas, si nos encontramos proximos
al final del periodo del sexenio, puede que incluso la utilidad
decrezca al publicar articulos a partir del sexto, ya que seria
preferible que se publicaran més tarde (una vez iniciado el
siguiente periodo). Claro, los incentivos incentivan a lo que
incentivan. Si el objetivo del incentivo es que yo publique cinco
articulos JCR, entonces esta bien disehado. Si su objetivo es,
sin embargo, que yo publique el mayor ntimero posible de
articulos JCR, entonces estd mal disehado.

Esta leccion debe constar, a mi juicio, de cuatro seccio-
nes: una introduccion, una dedicada a una somera descripcién
de las distintas técnicas multicriterio que existen, otra en la
que se comentan algunas aplicaciones reales del MCDM y una
altima de conclusiones. Asi pues, debo tomar ahora una se-
gunda decisién: ycomo repartir el tiempo disponible entre las
cuatro secciones de la leccion? Notese que este problema es
esencialmente distinto del anterior, en el que teniamos cinco
alternativas entre las que elegir. Sin embargo, ahora hay infi-
nitas alternativas: las infinitas formas de repartir la duracion
total de la leccion entre cuatro secciones. Estamos pues ante lo
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que llamamos un problema continuo. Su modelizacién se lleva
a cabo a través de lo que denominamos variables de decision,
restricciones y funciones objetivo:

* Variables de decision. Estas variables son los elementos cuyo
valor constituye la decisiéon a tomar. En mi caso, como debo
determinar el tiempo dedicado a cada una de las cuatro sec-
ciones, tengo cuatro variables de decision:

— [: minutos dedicados a la introduccién,

— T:minutos dedicados a la descripcion de las técnicas,

— A: minutos dedicados a comentar las aplicaciones reales,
— C:minutos dedicados a las conclusiones.

* Restricciones. No cualquier combinacién de valores para
estas variables es admisible (factible) para el problema. El
conjunto de valores posibles para estas variables es lo que
denominamos conjunto factible o conjunto de oportunidades,
y lo definimos a través de una serie de relaciones matemati-
cas entre las variables, que denominamos restricciones. En
nuestro caso, decido establecer las siguientes restricciones:
— Tiempo disponible. La exposicién no debe durar més de
30 minutos. La expresion matematica de esta restriccion
es la siguiente:
I+T+A+C<30

— Amenidad. Me preocupa especialmente la amenidad de
la exposicion, por lo que establezco que ésta no debe te-
ner mas de 15 minutos aburridos. Basdndome en la ex-
periencia adquirida en anteriores exposiciones, estimo
que un 30 % de la introduccién es aburrida, asi como un
70% de la exposicion de las técnicas, un 10% de la seccién
de aplicaciones y un 40 % de las conclusiones. Asi pues,
esta restriccion se corresponde con la siguiente expresion
matematica:

03I+07T+01A+04C<15
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— Duraciones minimas. Cada seccién debe durar, al menos,
5 minutos:
ILTA C=5

+ Funciones objetivo. Son la formalizacién matematica de los cri-
terios que guian la decisién. En mi caso, deseo maximizar tanto
el contenido teérico de laleccién, como su contenido practico.
De forma analoga a la restriccion de amenidad, he estimado los
porcentajes de contenidos teérico y practico de cada una de
las secciones, obteniendo asi los siguientes objetivos:

— Contenido teérico. Deseamos maximizar la siguiente fun-
ci6én de las variables de decisi6n:
Crd{,TA, C)=03I+08T+034+04C
— Contenido prdctico. Deseamos maximizar la siguiente fun-
ci6én de las variables de decisi6n:
CP(I, TTA,C)=071+02T+0.54+0.1C

Un segundo paso en la construccién del modelo consiste en
preguntarse si hay alguna alternativa que podamos desechar
previamente. Es decir, phay alguna alternativa que no elegiria

ningin decisor (racional), fueren cuales fueren sus preferen-
cias? En efecto, una alternativa es dominada, si existe otra que

mejora o iguala todos los criterios (mejorando alguno estric-
tamente). En contraposiciéon, decimos que una alternativa es

eficiente si no se puede mejorar un criterio sin empeorar otro.
Esta definicion se basa en la que en su dia diera el economista

italiano Wilfredo Pareto sobre la eficiencia en una comuni-
dad de individuos, por lo que también se denomina éptimo de

Pareto. Asi, observando la FIGURA 1, podemos concluir que la

alternativa A, estd dominada por la alternativa As, ya que esta

altima la mejora o iguala en todos los criterios. Por lo tanto,
ningan decisor racional elegiria la alternativa As, ya que hay
otra que es claramente mejor. Las otras cuatro alternativas

son eficientes.
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La deteccion de las soluciones dominadas y eficientes no
es tan sencilla en el caso continuo. En este problema con dos
funciones objetivo, es interesante observar la representaciéon
grafica de la FIGURA 2. En ella aparecen las combinaciones fac-
tibles en el espacio de objetivos, es decir, los tiempos de con-
tenido tedrico y practico que pueden tomar simultdneamente
las distintas combinaciones factibles de tiempo del problema.
Se ha representado el contenido teérico en el eje horizontal
(por tanto, cuanto mas a la derecha, mayor contenido tedrico
y cuanto mas a la izquierda, menos) y el contenido practico en
el eje vertical (por tanto, cuanto mas arriba, mayor contenido
practico y cuanto més abajo, menos).

Espacio de objetivos
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F1GURA 2. Conjunto eficiente de un problema continuo. Elaboracién propia.

Asi pues, el punto situado més a la derecha nos proporciona
el mejor valor posible del contenido teérico (17 minutos), y el
punto situado mas arriba nos indica el mejor valor posible del
contenido practico (14.5 minutos). Podemos, ademas, deducir
que el conjunto eficiente es la frontera noreste del conjunto
factible, es decir, el segmento sombreado, ya que no es posible
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mejorar los dos objetivos a la vez. Ademas, es posible obtener
los rangos de variacion de cada objetivo en el conjunto eficiente:
el contenido tedrico varia entre 12 y 17 minutos, y el practico
entre 9.5 y 14.5 minutos. Lamentablemente, este conjunto efi-
ciente no siempre tiene una forma tan sencilla. Por ello, existen
diversos métodos multiobjetivo para obtener una aproximacion
fiable de dicho conjunto (Zeleny, 1982; Yu, 1985; Steuer, 1986;
Miettinen, 1999).

Una vez completada la fase de modelizacion y deteccién
de soluciones eficientes, pasamos a la fase de resolucion pro-
piamente dicha, en la que se deben incorporar las preferencias
del decisor al modelo para encontrar la solucién que mas se
ajusta a ellas. Existen multitud de técnicas distintas, que difie-
ren, precisamente en la forma en que el decisor establece es-
tas preferencias. De forma muy esquematica, el decisor puede
proporcionar:

+ En el caso discreto (Roy, 1968; Keeney y Raiffa, 1976; Saa-

ty, 1977; Brans et al., 198y):

— Pesos preferenciales a cada uno de los criterios,

— Utilidades, como se coment anteriormente, o Unha version
mas relajada de las mismas, denominada pseudocriterio,

— Umbrales de indiferencia o de preferencia para los criterios,

— Comparaciones por pares de las alternativas para cada uno
de los criterios.

+ En el caso continuo (Charnes et al., 1955; Zadeh, 1963; Haimes
et al., 1971; Benayoun et al., 1971; Geoffrion et al., 1972; Wierz-
bicki, 1980; Steuer y Choo, 1983; Deb et al., 2002):

— Tradeoffs: especificaciéon o valoraciéon de tasas de inter-
cambio entre objetivos,

— Niveles deseables, que al decisor le gustaria alcanzar para
cada objetivo,

— Eleccion de una solucién entre varias soluciones eficientes,
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— Clasificaciéon de los objetivos en grupos, segin se desee

mejorarlos, empeorarlos o mantenerlos en sus niveles
actuales.

Veamos dos posibles soluciones para mis decisiones sobre la
leccién inaugural. La FIGURA 3 presenta el orden obtenido para
mis alternativas sobre el modelo de leccién. Se ha considerado

el mismo peso para todos los criterios, y una representacion
lineal de las utilidades.

- +1.0
0,2100 Divulgativa
0,0646 —————— Modelo mixto
0,0339 Formal y tebrica
-0,0376 0.0 Politicamente comprometida
-0,2709 Basada en competencias
-1.0

FIGURA 3. Ordenacién de las alternativas. Elaboracién propia, con Visual
Promethee.
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Como se puede observar, la opcion divulgativa supera a todas
las demas. Por su parte, la diferencia de valoracion entre las
alternativas modelo mixto y formal y tedrica es muy pequena,
por lo que hay que ser muy cautos al presentar esta relacion al
decisor. Con toda seguridad, al realizar un analisis de sensibili-
dad sobre los parametros utilizados en el modelo, veriamos que
ligeras variaciones en algunos harian variar el orden obtenido
para estas dos alternativas. Es importante proporcionar esta
informacion al decisor para que pueda tomar sus decisiones
con mas conocimiento de causa.

Para concluir, veamos como podria ser la resolucion del
ejemplo de los tiempos de la leccion inaugural. Supongamos
que decido dar unos niveles deseados para estos objetivos:

* Que el contenido tedrico sea, al menos, de 14 minutos;
* Que el contenido practico sea, al menos, de 11 minutos.

Resolviendo el problema resultante, la distribucién de tiempos
de la solucion obtenida, que se representa en la FIGURA 4, es
la siguiente:

+ 9.5 minutos para la introduccion,
+ 10.5 minutos para las técnicas,

+ 5 minutos para las aplicaciones,

+ 5 minutos para las conclusiones.
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Espacio de objetivos
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FIGURA j. Solucién con niveles deseables. Elaboracién propia.

Los valores de las funciones objetivo en la solucion son de

14.75 minutos para el contenido tedrico, y 11.75 minutos para

el contenido practico. Como se puede comprobar, el punto de

referencia dado (triangulo), era dominado, por lo que el método

de punto de referencia encuentra una solucion eficiente que lo

domina (cuadrado). Podriamos ahora realizar alguna iteracion

mediante un método interactivo de clasificacién. Por ejemplo,
supongamos que, a la vista de la solucion, decido que quiero

que mejore el tiempo de contenido practico, a costa de relajar
el tedrico hasta 14 minutos. La nueva solucion (FIGURA ) deter-
mina ahora unos tiempos de 11 minutos para la introduccién y
9 para las técnicas (aplicaciones y conclusiones siguen durando

5 minutos cada una).
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Espacio de objetivos
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FIGURA 5. Interaccién mediante clasificacion. Elaboracién propia.

En la nueva solucion, a partir del punto anterior (tridngulo), se
ha sacrificado el tiempo de contenido tedrico, que ha bajado
hasta 14 minutos, para mejorar el tiempo de contenido préctico,
que ha subido a 12.5 minutos (cuadrado). Este tipo de iteracion
se puede repetir hasta lograr una solucion con la que se esté
satisfecho.
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ITI. pPARA QU]:: SIRVE? APLICACIONES REALES

En los capitulos anteriores, hemos utilizado ejemplos hipo-
téticos sobre decisiones acerca del contenido y estructura de

esta leccion inaugural. Se trata, claro esté, de un ejemplo de

andar por casa, por calificarlo generosamente. Pero, ahora en
serio: gsirve esto para algo? yDe verdad pueden ayudarnos las

matematicas a elegir en problemas reales complejos (es decir,
Gtiles)? La respuesta a esta pregunta parece obvia: si podemos

modelizar matematicamente el problema, entonces las ma-
tematicas ciertamente nos pueden ayudar a decidir. ;Y qué

problemas se pueden modelizar matematicamente? Pues segiin
Galileo, todos («las Matematicas son el alfabeto con el que Dios

ha escrito el universo»). Yo creo que, dada la mala fama que

siempre hemos tenido los matemaéticos, fue esta frase la que le

procuré al genial cientifico italiano sus problemas con la iglesia,
y no las tonterias sobre si la tierra se mueve o no...

Lo cierto es que son multiples las aplicaciones reales
de la Toma de Decisiones Multicriterio que se pueden encon-
trar en la literatura cientifica. En dos revisiones bibliograficas
(Stewart et al, 2008; Greco et al., 2016), pueden encontrarse
aplicaciones reales en campos tan diversos como:

+ Finanzas. Seleccion de carteras (acciones, proyectos, etc.).
* Ingenieria industrial.
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+ Sector de la energia.

+ Planificacién y disefio de redes de telecomunicaciones.
* Medicina y salud.

* Desarrollo sostenible.

+ Logistica.

+ Planificacion de uso del suelo.

En este capitulo, comentaré brevemente algunas de estas apli-
caciones. Podria haber escogido otras muchas. Simplemente, he
seguido los criterios de que fuesen suficientemente interesantes
y con una tematica variada.

Diseno aerodinamico (Hasenjager et al., 2005).

Se trata de una aplicacion de técnicas multicriterio al
disefio en tres dimensiones de hojas de estator (la parte fija) en
una turbina de gas. El tratamiento de este tipo de problemas es
especialmente complejo, por varios motivos. En primer lugar,
habitualmente, se necesita tener en cuenta una gran cantidad
de parametros de diseho que incrementan la complejidad del
modelo. Por otro lado, no se dispone de una funcién analiti-
ca para evaluar las prestaciones del diseho, por lo que no son
aplicables los algoritmos tradicionales basados en el calculo
diferencial. Ademaés, para evaluar la calidad de los disefos, es
generalmente necesario realizar simulaciones o experimentos
€ostosos.

En este estudio se tienen en cuenta dos objetivos:

1. Lapérdida media de presion, que indica la eficiencia

energética de la hoja,

2. Lavariacién de la presion estatica segin el angulo de

la hoja.

Se propone el uso de diversas técnicas heuristicas para
detectar el conjunto de disehos eficientes.
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Turnos de trabajo de controladores aéreos (Tello et al., 2018).
Se trata de cubrir una sectorizacion del espacio aéreo

con un nimero determinado de controladores. Para cada dia

se conoce el nimero de sectores que se van a abrir y el nimero

de controladores, con sus respectivas cualificaciones, de los que

se va a disponer para controlar los sectores abiertos, y se desea

determinar sus turnos de la mejor forma posible. Las restriccio-
nes modelizan las condiciones laborales de los controladores y
las normas de seguridad.

En el estudio se han considerado cuatro objetivos:

1. Duracion de los periodos de trabajo y descanso,

2. La estructura de la solucién debe ser similar a las
plantillas que utilizan actualmente para que no su-
ponga un cambio muy brusco,

3. Minimizar el nimero de cambios de control (equiva-
lente a minimizar el nimero de periodos de descanso
en cada turno),

J. Lacarga de trabajo de los controladores debe ser equi-
librada.

El problema se resolvi6é con un método heuristico, com-
binado con los niveles de referencia expresados por el centro
decisor. Se han comparado las soluciones obtenidas con la me-
todologia multicriterio utilizada y las que se aplicaban en la
realidad. En todos los casos, las soluciones proporcionadas son
mejores que las aplicadas (mejoran los objetivos) y en algunas
de ellas fueron necesarios un nimero menor de controladores.

Radioterapia de intensidad modulada.

Los procedimientos modernos emplean una tecnologia
denominada radioterapia de intensidad modulada, que hace
uso de un colimador multihoja que permite dar forma a los
haces de irradiacion y controlar la intensidad de la misma a lo
largo de la direccién del haz. Esta tecnologia permite a los pa-
cientes recibir tratamientos mas complejos, pero la cantidad de
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opciones disponibles hace imposible su planificacién manual.
Los modelos matematicos para este tratamiento estan basados
en una discretizacion, tanto del area de cuerpo que va a recibir
el tratamiento, que se divide en elementos ctibicos denomi-
nados vduxeles, como de los propios haces, que se dividen en
trozos denominados bixeles. La dosis de radiacién recibida en
cada voxel se controla mediante la modulacién de la intensidad.
Dos son los objetivos que hay que tener en cuenta en
este problema:
1. Administrar la dosis conveniente en la zona tumoral,
2. Preservar los tejidos sanos circundantes.
Tradicionalmente, el problema se ha resuelto utilizando
modelos de optimizacién de un Gnico objetivo, que es basica-
mente una suma ponderada de los objetivos citados. Sin em-
bargo, ya se pueden encontrar en la literatura cientifica apli-
caciones de metodologias multicriterio a esta modelizacion.
Por ejemplo, Hamacher y Kiifer (2002) aplican disehos mul-
tiobjetivo para determinar el conjunto eficiente del problema,
Jee et al. (2007) establecen un método lexicografico (utilizando
niveles de prioridad), y Ehrgott y Winz (2008) disehan un pro-
cedimiento interactivo para encontrar la mejor solucién.

Hay varias aplicaciones que, modestamente, se han llevado a
cabo (o estan en marcha) en el grupo de investigacion al que
pertenezco. Entre ellas, cabe citar:

+ La optimizacion de los sistemas auxiliares de una central tér-
mica (Ruiz et al., 2o15).

« Eldiseno de rutas para la recogida de residuos sdlidos urbanos
en la provincia de Malaga (Delgado, 2018).

+ La construccién de indicadores sintéticos, a partir de una
bateria de indicadores simples. Estas técnicas se han aplicado
en diversos ambitos:
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— Sector turistico (Blancas et al., 2010; Navarro et al., 2012;
Gallego, 2015, Damian, 2016),

— Medicion de la sostenibilidad (Cabello et al., 2015a),

— Inversion socialmente responsable (Cabello et al., 2013b),

— Rankings de universidades.
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IV. CONCLUSIONES

Me gustaria concluir esta leccién con unas breves lineas para

afianzar las principales ideas que he querido transmitir en

ella. Tradicionalmente, la Investigacién Operativa ha venido

ayudando a la toma de decisiones a través de los métodos de

optimizacioén. Se trata de modelizar un problema de forma que

la eleccion 6ptima consiste en encontrar, de entre un conjunto

de soluciones posibles, la que optimiza un Gnico criterio. Es

indudable que este enfoque ha conseguido (y seguira consi-
guiendo) importantes logros en muy diversos campos de apli-
cacién. Sin embargo, la optimizacion tradicional no es nece-
sariamente valida en todos los &mbitos. Ello es asi porque no

siempre lo 6ptimo es la mejor solucion posible. Puede ser que

la solucion 6ptima sea muy compleja de implementar, o que sea

demasiado sensible a cambios en las condiciones del problema

que hagan que deje de ser factible. Ademas, un problema de

optimizacién no es, en esencia, un problema de decisién, ya

que toda decision tiene un componente subjetivo, mientras que

la optimizacién es un problema tecnoldgico de bsqueda (que

puede ser extremadamente complicado, eso si) que no admite

opiniones méas alla de la propia modelizacion del problema:
todo el mundo estara de acuerdo en que una opcidén es la que

tiene el precio més bajo, por ejemplo, al menos hasta que apa-
rezca otra mas barata, que huevamente convencera a todos.
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Desde el punto de vista matemaético, una decision se ca-
racteriza por la consideracién de varios objetivos en conflicto:
lo que es muy bueno para uno, es muy malo para otro. Por
tanto, la alternativa elegida depende de la importancia conce-
dida a cada uno de los objetivos y esto es, en esencia, subjetivo.
Partimos, pues, de la base de que no existe una decisién que
todos admitan como la mejor. Como decia antes, la decision
es competencia, y también responsabilidad, del que decide. En
este Ambito, la Toma de Decisiones Multicriterio (MCDM) es
la rama de la Investigacion Operativa encargada de desarro-
llar técnicas matematicas de apoyo a la toma de decisiones. Es
importante insistir en que no se trata de que las Matematicas
decidan por nosotros, sino de aplicar técnicas que incluyen las
preferencias del decisor en el modelo, para ayudarle a encon-
trar SU mejor decision. Por ello, el factor clave, a mi juicio, de
la modelizacion y resolucién matematicas de un problema de
decision es el aprendizaje. Todos los agentes implicados en el
proceso aprenden a lo largo del mismo. Por supuesto, el ana-
lista aprende sobre el problema y su entorno. Pero el decisor
también aprende sobre la estructura del problema y el grado
de contflicto entre los objetivos y también, en ocasiones, sobre
sus propias preferencias. Al fin y al cabo, como docentes sabe-
mos bien que no hay mejor forma de aprender algo que tener
que ensenarlo (si esto se hace con responsabilidad). Asi pues,
ensehar a un modelo matematico sobre nuestro problema es,
sin duda, una fuente aprendizaje.

La Toma de Decisiones Multicriterio pone a nuestra dis-
posicion un amplio abanico de técnicas para adaptarnos de la
mejor forma posible tanto a las caracteristicas especificas de
cada problema como a la manera en la que el decisor se sienta
mas comodo proporcionando la informacion necesaria acerca
de sus preferencias. Es responsabilidad del analista conocer
las distintas técnicas para poder seleccionar la mas adecuada
en cada circunstancia, sin aportar su subjetividad al proceso.
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Como hemos visto, las metodologias multicriterio se han apli-
cado con éxito en multitud de problemas reales de ambitos muy
diversos. Ademas, en Espana tenemos la suerte de contar con
grupos de investigacion de reconocido prestigio a nivel interna-
cional, por lo que estaria muy satisfecho si esta leccion sirviese
para que investigadores de otros &mbitos se hagan conscientes
de la ayuda que las matematicas pueden ofrecer, y se animen
a contactar con nosotros. Créanme, serd una buena decision.

No me queda mas remedio que terminar con una con-
fesion. En realidad, no he utilizado técnicas multicriterio para
tomar las decisiones sobre el contenido y estructura de esta
leccion inaugural. Como pueden suponer, hubiese sido ma-
tar moscas a cafionazos, y no quiero yo que alguna asociaciéon
animalista la tome conmigo. Los ejemplos han sido sélo eso:
ejemplos para ayudarme a exponer las ideas, y espero que
hayan sido de utilidad. En realidad, no hay metodologia que
sustituya a la experiencia (y a la intuicién que de ella se deriva)
del decisor. Pero en determinados problemas complejos, es
posible apoyar a esta experiencia desde la Toma de Decisiones
Multicriterio.
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